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A ESCOLA

"Escola é...
o lugar onde se faz amigos
nao se trata sé de prédios, salas, quadros,
programas, horarios, conceitos...
Escola é, sobretudo, gente,
gente que trabalha, que estuda,
que se alegra, se conhece, se estima.
O diretor é gente,
O coordenador é gente, o professor é gente,
o aluno é gente,
cada funcionario € gente.
E a escola sera cada vez melhor
na medida em que cada um
se comporte como colega, amigo, irmao.
Nada de ‘ilha cercada de gente por todos os lados’.
Nada de conviver com as pessoas e depois descobrir
gue n&o tem amizade a ninguém
nada de ser como o tijolo que forma a parede,
indiferente, frio, sé.
Importante na escola n&o € so6 estudar, ndo € so trabalhar,
€ também criar lacos de amizade,
€ criar ambiente de camaradagem,
€ conviver, é se ‘amarrar nela’!
Ora, é légico...
numa escola assim vai ser facil
estudar, trabalhar, crescer,
fazer amigos, educar-se,

ser feliz."

de Paulo Freire
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Prefacio

Esta apostila foi elaborada com intuito de servir como material de
apoio ao minicurso “Usando Kits da Experimentoteca de Matematica para
aprofundar assuntos do Ensino Médio”, ministrado no Centro de
Divulgacao Cientifico Cultural (CDCC) da USP, em Sao Carlos. Estes dois
materiais, associados, podem ser usados como material de apoio em aulas
de algebra no Ensino Médio.

Os assuntos resumidos na apostila estio na ordem comumente
utilizadas nos livros didaticos e podem ser consultados durante a utilizacdo
dos kits, apds a formalizacdo das idéias, feita pelo professor. No capitulo 1,
serd vistos os conceitos de fungdo de primeiro grau, logaritmo e
porcentagem, como base para trabalharmos o kit 1. No capitulo 2, sera
tratado o bindmio de Newton, que servird de base para os Kits 3 e 4. No
capitulo 3, abordaremos conceitos da andlise combinatdria para o uso nos
kits 7 e 8. E por fim, no capitulo 4, trabalharemos com porcentagem, base
para os kits 2 e 5 (http://educar.sc.usp.br/experimentoteca)

Gostaria de agradecer o apoio dado pela profa. Dra. Edna Maura
Zuffi, na coordenacdo deste projeto, ao meu companheiro de trabalho,
Leandro Augusto Ferreira, e as participantes do minicurso ministrado no
CDCC.



Introducao

§ 1 — Curiosidade: Sudoku

Como surgiu: O nome Sudoku é a abreviacdo japonesa para a longa frase,suuji wa
dokushin ni kagiru (BEAIHBICRES) que significa os digitos devem permanecer tinicos;
e ¢ uma marca registrada da Nikoli Co. Ltd no Japao. Em japonés a palavra €

pronunciada [swidokw] , em portugués pronuncia-se suddku. Outras editoras
japonesas referem-se ao jogo como colocando os niimeros, ou como "Nanpure'".
Algumas editoras ndo japonesas soletram o titulo como "Su Doku".

Como jogar: O jogo € mais freqiientemente uma grade de 9x9, constituida de sub-
grades de 3x3 chamadas de regides (outros termos incluem caixas, blocos, algumas
vezes, porém o termo quadrante é utilizado, apesar de ser um termo impreciso para uma
grade de 3x3). Algumas células ja contém ndmeros, chamados niimeros dados ou
pistas. O objetivo € preencher as células vazias, com um nimero em cada célula, de
maneira que cada coluna, linha e regido contenham os nimeros 1-9 apenas uma vez.
Portanto, na solucao do jogo, cada nimero aparece apenas uma vez em qualquer um dos
sentidos ou regioes, dai os termos "Unicos nimeros", que originaram o nome do jogo ou
enigma.

Exemplo:
1
2 3 4
5 6 7
5 114
7 2
78 9
8 7 9
4 6 3
5

Aplicacdo: A atracdo do jogo é que as regras sdo simples, contudo, a linha de
raciocinio requerida para alcancar a solucdo pode ser complexa. O Sudoku ¢é
recomendado por alguns educadores como um exercicio para o pensamento l6gico. O
nivel de dificuldade pode ser selecionado para combinar com o publico. Existem
diversas fontes na internet, ndo ligadas a editoras, que disponibilizam os jogos
gratuitamente. (http://sudoku.hex.com.br/)



Capitulo 1 — Matematica e poluicao

§ 1 - Funcao de 1° grau e representacao grafica

Defini¢ao

Chama-se func¢do polinomial de 1° grau a toda fun¢do f: R—R definida por :

fix) =ax + b,aeR*e beR

Como obter um gréfico:

Construir o grafico da fungdo f: R—R definido por f(x) =2x - 4 :

Resolucao:

Construimos uma tabela atribuindo alguns valores a x e calculando as imagens
correspondentes (podem ser atribuidos valores fracionados ou irracionais, porém, para

facilitar os cdlculos, utilizaremos nimeros inteiros, pois os coeficientes da expressao de
fsdo também inteiros).

X Y=2X -4 (x5y)
-1 Y=2.-1-4=-6 (-1;-6)
0 Y=2.0-4=-4 05-4)
1 Y=2.1-4=-2 (1;-2)
2 Y=2.2-4=0 (2;0)
3 Y=2.3-4=6 (3;2)

Localizamos os pontos obtidos no sistema de coordenadas cartesianas.

§ 2 — Logaritmo
« Definicao de logaritmo:

Chama-se logaritmo de x na base a, um nimero b tal que se elevarmos a ao expoente b,
obtemos x:

— . 3 _
Exemplo: lﬂgzﬁ =3 pois 27 =38

Generalizando:
log, x=b<a’ =x

b serd, portanto, o logaritmo de x na base a, o que significa que b € o expoente a que
deve ser elevado a para obter x.




e Propriedades e regras operatorias:

e log 1=0

log a=1

log,a" =x

alngax — x

log, (u-v)=log u+log,v

loga[ﬁj =log,u—log,v
v

lnga(u”): n-log, u

1
log, ~fu="log,u
R

e Mudanca de base:

lﬂga N = lﬂgi , lnggb =
log, a log, a

§ 3 — Porcentagem
1- Nocao de porcentagem

Porcentagem é uma fracdo de denominador 100. Assim ao escrevermos p%
estamos representando o numero p/100.

p% = p/100
2- Aumento
X+p%x= (100 +p) % x = (1+p/100)x
Exemplo:
Aumentar 20% a um valor de x;

(100 +20)% x = 120% x = (120/100) x = 1,2 x



3- Desconto
xX-p%x=(100-P) % x = (1-p/100)x
Exemplo:

Descontar 20 % de um valor x:

(100 - 20)% x = 80 % x = (80/100) x = 0,8 x ou x- 20%x = (1-0,2)x = 0,80x



Capitulo 2 — Binomio de Newton
§ 1 - Fatorial

Dado um ndmero natural n qualquer, chamamos de fatorial de n ou n fatorial:
e a0 numero 1 quando n=0 ou n=1;
e a0 produto de todos os nimeros naturais desde n até I para qualquer n >1.
Indicamos o fatorial de n por n!

Assim:

0!'=1 41=4321=24

1'=1 5!=5432.1=120
2!1=2.1=2 n! =n.(n-1). (n-2). ..... .3.2.1

§ 2 — Numeros Binomiais

Dados dois nimeros naturais n € p, com n = p, chama-se niimero binomial n sobre p,
indicado por (n p) (1&-se “n, p a p”’), ao nimero definido por:

(np) =nl/[p!(n-p)!]

Exemplos

(62)=06!/21(6-2)! =6!/214! =6.5.41/2.1.4!=15
Numeros Binomiais Complementares

Dois ndmeros binomiais de mesmo indice superior (n, em (n p)) sdo chamados
complementares quando a soma dos indices inferiores for igual ao superior. Ou seja, sao
complementares (n p) e (n n-p).

Propriedades

1- Dois niimeros binomiais complementares sdo iguais.

2- Relagdo de Stifel: somando dois elementos consecutivos de uma mesma
linha de um Triangulo de Pascal, obtemos o elemento da préxima linha
situado abaixo desses dois elementos.

Em simbolos: Cy,, p + Cp, p+1 = Cn+1, p+1

3- Relagdo de Fermat: permite calcular, de uma maneira muito simples, os
coeficientes do desenvolvimento de (x+y)".
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§ 3 — Triangulo de Pascal

Colocar os nimeros binomiais (n p) em linhas e colunas, de modo que o indice superior
n corresponda a n—€sima linha e o indice inferior variem de 0 a n, conforme a coluna:

A essa disposicdo dos numeros binomiais chamamos Tridngulo de Pascal.
Substituindo-se cada nimero binomial pelo seu valor, o tridngulo fica assim:

1
11
121
1331
14641
15101051
1615201561
172135352171
1828567056288 1

Propriedades

1- Em uma mesma linha, dois bindmios eqiiidistantes dos extremos s@o iguais.

2- A soma de dois elementos consecutivos de uma mesma linha € igual ao
elemento situado abaixo do segundo elemento somado.

3- A soma dos elementos da linha de numerador n é igual a 2".

§ 4 — Curva de Gauss

A curva de Gauss tem forma de sino e pode ser construida a partir do Triangulo de
Pascal. Ela foi construida pelo matematico Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
Ela demonstra a distribui¢do normal de eventos e se aplica naturalmente a um sistema
de premiagdes. Por exemplo: se tivermos um grupo de trabalhadores tentando atingir
metas justas, um pequeno numero ficard bem abaixo dos objetivos; a maior parte
cumprird as metas ou se aproximara delas; e um terceiro grupo, limitado, as ultrapassara
brilhantemente.

Y
u 10 20 30 40 50 &0
—068.27% —
95.45%

99.73%
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Capitulo 3 — Analise Combinatoria

§ 1 - Principio fundamental da contagem

Um acontecimento é composto de dois estagios sucessivos e independentes. O primeiro
pode ocorrer de m modos distintos; o segundo estigio pode ocorrer de n modos
distintos. Nestas condicdes, dizemos que o “0 numero de maneiras distintas de ocorrer
este acontecimento € igual ao produto m.n”.

Exemplo

Um estudante, ao se inscrever num concurso para vestibular, deve escolher o curso e a
faculdade que deseja cursar. Sabe-se que existem cinco cursos possiveis: Engenharia,
Medicina, Odontologia, Arquitetura e Direito. Cada curso pode ser feito em trés
faculdades possiveis: estadual, federal e particular. Qual € o nimero total de op¢des que
o estudante pode fazer?

(Resolucao — tente resolver e depois siga a leitura!)

De acordo com o Principio Fundamental da Contagem, o ndmero total de opcdes que os
estudantes podem fazer é 5x3, ou seja, 15. Podemos ilustrar estas op¢des com o auxilio
da 4rvore de possibilidades.

§ 2 — Técnicas de contagem

Seja A={a;b;c;d;.....;j} um conjunto formado por 10 elementos distintos, e
consideremos os “agrupamentos ab, ac, ca”.

Os agrupamentos ab e ac s@o considerados sempre distintos, pois diferem pela
natureza de um elemento.

Os agrupamentos ac e ca, que diferem apenas pela ordem de seus elementos, podem
ser considerados distintos ou ndo, conforme a situagdo que nos interessa para a
contagem.

Se, por exemplo, os elementos do conjunto A forem pontos, A = {Al, A2,
A3,...A10}, e ligando estes pontos desejaremos obter retas, entdo os agrupamentos
A1A2 e A2A1 sdo iguais, pois representam a mesma reta.

Se, por outro lado, os elementos do conjunto A forem algarismos, A=
{0,1,2,3......,9}, 2 com estes algarismos desejaremos obter numeros, entdo oS
agrupamentos 12 e 21 sdo distintos, pois representam nimeros diferentes.

§ 3 - Arranjos

Sdo agrupamentos formados com p elementos, (p<m), de um conjunto méaximo de m
elementos, de forma que os p elementos sejam distintos entre si, pela ordem ou pela
espécie.

Ag (n, p) = n!/ (n-p)!
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§ 4 — Permutacao

Quando formamos agrupamentos com m elementos, de forma que os m
elementos sejam distintos entre si pela ordem.

Py(m) = m!

§ 5 - Combinacao

Quando formamos agrupamentos com p elementos, p<m, de forma que os p
elementos sejam distintos entre si apenas pela espécie.

C(n, p) = n!/ [(n-p)! p!]

§ 6 - Exemplos:

1-

Organiza-se um campeonato de futebol com 20 clubes, sendo a disputa feita em
dois turnos, para que cada clube enfrente outro no seu campo e no campo desses.
Quantos jogos serdo realizados? (380)

Organiza-se um campeonato de futebol com 20 clubes, sendo a disputa feita em
turno tnico. Quantos jogos serdo realizados?(190)

Considere o conjunto A = (0; 1; 2; 3; 4; 5). Calcular o nimero de subconjuntos
de A com 3 elementos. (10)

Considere o conjunto A = (0; 1; 2; 3; 4; 5). Calcular o nimero de subconjuntos
de A que formam niimeros distintos de trés algarismos.(60)

Quantos anagramas tém a palavra PALMITO?(5040)

Quantos anagramas t€m a palavra PALMITO comeg¢ando com a letra P?(720)

§ 7 — Arranjos completos

Sdo arranjos em que todos os elementos podem aparecer repetidos em cada grupo de p
elementos.

Ar(n,p)=n.
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§ 8 — Permutaciao com elementos repetidos

Se entre os n elementos de um conjunto, existem a elementos repetidos, b elementos
repetidos, ¢ elementos repetidos e assim sucessivamente , o nimero total de
permutagdes que podemos formar € dado por:

P

PEMI,...] —
* alblel

§ 9 — Combinacoes completas

Cn, p)=Clhsk-15)= (n +K +1)/ K

§ 10 - Exemplos:

1- Quantas placas de automéveis podem ser formadas, tendo cada uma das letras de um
alfabeto de 26 letras, seguidas de 4 algarismos do sistema decimal de
numerag¢do?(175760000)

2- Quantas sdo os anagramas da palavra MACACA? (60)

3- De quantas maneiras uma oficina pode pintar 5 automdveis iguais, recebendo cada um,
tinta de uma tdnica cor, se a oficina dispde apenas de trés cores e ndo quer mistura-
las?(21)
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Capitulo 4 — Probabilidade

§ 1 — Ponto amostral, espaco amostral e evento

Ao realizarmos uma experiéncia com um nimero finito de resultados, todos com a
“mesma chance”, dizemos que:

» Ponto amostral é qualquer um dos resultados possiveis.

» Espaco amostral é o conjunto de todos os resultados possiveis.
Representaremos o espago amostral por S e o nimero de elementos do espaco
amostral por n(S).

» Evento é qualquer subconjunto do espago amostral. Representaremos o evento
por A e o nimero de elementos do evento por n(A).

§ 2 — Conceito de probabilidade

A probabilidade de ocorrer um evento A, representada por P(A), de um espaco
amostral S # @, € o quociente entre o nimero de elementos de A e o nimero de
elementos de S.

Simbolicamente:
P(A) = n(A)/n(S)

Na pratica, costuma-se dizer que a probabilidade € o quociente entre o nimero de casos
favoraveis, que € n(A), e o nimero de casos possiveis, que € n(S).

Exemplo:

Na experiéncia de jogar um dado honesto de seis faces, numeradas de 1 a 6, e fazer a
leitura da face voltada para cima, temos:

a- o ponto amostral € a face numerada ou apenas o nimero.

b- O espago amostral é o conjunto S = {1, 2, 3,4 .5 ,6}.

c- O ndmero de elementos do espaco amostral € n(S) = 6.

d- O evento nimero par € o conjunto Al = {2,4,6} c S

e- O ndmero de elementos do evento nimero par é n(Al) =3

f- A probabilidade do evento niimero par é de 1/2 , pois

P(Al) = n(A2)/n(S) = 3/6 =1/2

§ 3 — Probabilidade condicionada

Dados dois eventos A e B de um espago amostral S, finito e ndo vazio, chama-se
probabilidade de B condicionada a A, a probabilidade de ocorrer B sabendo que ja
ocorreu A. Representa-se P(B/A).
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§ 4 — Eventos independentes

Dois eventos A e B de um espago amostral S, finito e ndo vazio, sdo independentes se, e
somente se:

P(A/B) = P(A) e P(B/A) = P(B)

§ 5 — Interseccao de eventos
Se A e B forem dois eventos de um espago amostral S, finito e ndo vazio, entao:

P(ANB) = P(A). P ( B/A)
P (ANB) = P(B). P(A/B)

Se A e B forem eventos independentes, entao P(B/A) = P(B), P(A/B) = P(B) e, portanto:

P(ANB) = P(A). P(B)

Desafio

§ 1 - O problema dos chapéus:

Em uma caverna escura existem 2 chapéus brancos e 3 pretos. Trés pessoas entraram na
caverna e sem ver a cor do chapéu escolheram um aleatoriamente.

Essas trés pessoas sairam em fila indiana, de forma que a de trds visse os 2 chapéus a
sua frente, a segunda podia ver o chapéu da primeira que por sua vez nao podia ver
nenhum chapéu. Pergunta-se ao ultimo da fila sobre a cor do seu chapéu e ele responde
que nao sabe. Pergunta-se ao do meio e ele também ndo sabe.

Finalmente pergunta-se ao primeiro, que apds ouvir as respostas de seus colegas diz a
cor do chapéu que veste!

Voceé saberia dizer que cor € essa?

Resposta
Imagine a fila indiana da esquerda para direita:X-Y-Z e os chapéus:

1) X é o ultimo da fila. Ele diz “ndo sei”.
Isso significa que ele ndo viu BB na sua frente (se tivesse visto, teria dito “o meu é P”).
Portanto X viu na frente BP ou PB ou PP.

2) Ytambém disse “ndo sei”.

3) Z pensou:
Se o meu fosse B, Y saberia que o dele é P (jd que a probabilidade BB estava
eliminada); Mas Y disse “ndo sei” ; portanto o meu é P.
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